Appunti di Bioingegneria Elettromagnetica

Prof. G. Mazzarella

Corso di Laurea in Ingegneria Biomedica

Note del corso .

1 Equazioni di Maxwell

Le equazioni di Maxwell sono date come postulati:

d
ie-dl——a/sb-ds (1.1)

]fh-dlzui d-ds (1.2)
c dt S

%b-dSzo (1.3)
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S

Figure 1: Superficie e contorno

dove e ¢ il vettore campo elettrico e si misura in [%], b ¢ il vettore induzione magnetica [ ,h e il vettore
intensithd magnetica [£],1 & la corrente elettrica [A], d ¢ il vettore induzione elettrica [-5] e Q @ la carica

m
elettrica [C]. In particolare

2]
m?2

I= / J.ds (1.2.a)

s
Q= [ pdV (1.4.a)
%

e quindi J e p sono dette densita di carica e di corrente e si misurano rispettivamente in [-5] e [-2] (la
corrente ¢ scelta positiva in direzione di i,). La variazione del flusso del campo magnetico —<3t indica che
un campo elettrico si genera se @, varia, qualunque sia la carica: variazione temporale delle sorgenti, moto

delle sorgenti o di ¢, deformazione o rotazione di c. Se c e S sono fissate allora % fS b-dS = fS %de. Nelle




ultime due equazioni S ¢ una superficie qualunque che si appoggia su c¢. Consideriamo allora due superfici
S1,S2 generiche.
Si ha ovviamente

d d d
T Slb-dS—E SQb-dS$ E]ib-ds

Figure 2: Unione S7 e Sy

dove S ¢ la unione di S1,S2 ( ma ora con la normale rovesciata). Quindi il flusso di be& costante. La 3¢
equazione & quindi essenzialmente una condizione iniziale. Invece

i d~dS+/ J~dS:i d~dS+/ J-dSs
dt S1 S1 dt So So

da cui ricaviamo 1’ Equazione di continuita

d d
J-dsz——jfd-dsz——/pdv (1.2.0)
f{g dt Js dt Jy

Inoltre si ottiene che

d
J+—d)-dS =
§a+5d-as o

(nel caso statico & nullo il flusso solo di J).

2 Forza di Lorentz

f=pe+Jxb (2.1)

f e la densita di forza. Nota f si puo ottenere risultante e momento risultante. Ma la corrente & costituita
da cariche in moto : J = pv ( campo di velocitd, variabile con r ) per cui

f=pe+pvxb (2.1.a)

Per una carica p = qd[r —ro(t)], ro(t) la traiettoria = f = F §[r —r¢(t)] con F = q textbfe+ qv x b la forza
della carica risultante ( mentre il momento risultante ¢ nullo).



3 Continuita dei campi

( prima componenti normali )

Figure 3: superficie di separazione tra due mezzi 1 e 2

Consideriamo una superficie di separazione tra due mezzi. Dalla 2% equazione di Maxwell ( se Al e Ah sono
piccoli) si ha, fissato un i, sulla superficie (generico) e un conseguente i,

B

D
hg'itAl—/ h-indS—hl-itAl—i—/

h-indS:Al/J-ide—i—Ali/d-ide

L’ ultimo integrale & limitato da Al Max|%d - i,| Ah e quindi tende a zero con Ah. Analogamente gli
integrali su AB e CD. Resta allora

Al(hy —hy)-i; = i J-i,dS
(ho =hu) 3 = Jim, [ b
In assenza di correnti superficiali 'ultimo termine & nullo. Si dice corrente superficiale una J = J, - §(s).
Fisicamente equivale ad un flusso di particelle concentrato in un volume di spessore paragonabile al raggio
delle particelle stesse ( e quindi considerabile nullo). In presenza di tali correnti si ha (hy —hy) iy = J, - ip
(integrale Ail per la corrente che fluisce attraverso la linea A’D’). Ma i, & arbitrario, mentre i; =i, X i, e
quindi
Js~ib: (hg—hl)'iinn:in X (hg—hl)'ib

per qualsiasi i, =

in X (hg —hl) :JS
Analogamente

in X (eg—el):()
[Ovviamente se necessario si possono considerare due versori tangenti sulla superficie i,,1, (ortogonali i, =
iy X i) ottenendo (hy —hy) i, = =J4 - iy, (ho —hy) -1, = J, -1y

Consideriamo invece un volume di base AS. Si ha

dy i, AS —d; -i, AS=AS pdS
Ah

L’ultimo integrale, per Ah — 0, ¢ nullo a meno che non vi siano densita superficiale p, (cariche distribuite
solo alla superficie). Si ha
(d2 - dl) . ln = Ps



Figure 4: superficie di separazione tra due mezzi 1 e 2

(by —by) -in =0

e dall’equazione di continuita,
0

Jo—J) i, = -2
(J2 = J1) - ot

Ps



1 ONDE PIANE

Le equazioni di Maxwell dipendono da tre variabili spaziali e dal tempo. Conviene
pertanto cominciare a determinare delle soluzioni particolari di tali equazioni, ovvero soluzioni
che godano di particolari proprieta, piuttosto che porsi il problema della soluzione completa di
tali equazioni.

Le soluzioni piu semplici sono quelle ottenute nel vuoto in assenza di sorgenti, e che
dipendono solo da una coordinata spaziale. Tali soluzioni sono quindi campi elettromagnetici
costanti su tutti i piani ortogonali a tale direzione, e prendono il nome di onde piane.

Scegliamo allora un sistema di riferimento con ’asse z nella direzione in cui i campi
variano, e applichiamo le equazioni di Maxwell a tale campo.

i
n
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N
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Fig. 1: Volume su cui applicare la legge di Gauss.

Partiamo dalla legge di Gauss, che nel nostro caso diventa

Y{Se-indS:O (1)

e applichiamola ad una superficie cilindrica con asse parallelo all’asse z. L’integrale diventa la
somma di tre termini

/e-indS—i—/ e-indS—i—/ e-i,dS =0
Sl S2 SL

dove S; ed S5 sono le due basi, di area Sy, e poste a z = z1 e 2 = 29 rispettivamente, e Sy, ¢ la
superficie laterale.
Per quanto riguarda quest’ultimo integrale, questo puo essere scritto come integrale

/ /e-indédz
zZ1 N

dove I' ¢ la circonferenza che delimita la base del cilindro. Rispetto a un diametro il campo
elettrico ¢ simmetrico (essendo costante sul piano ortogonale a z), mentre il versore normale i,
¢ antisimmetrico. L’integrale su St e quindi nullo. Resta allora, visto sempre la costanza di e,
e la direzione della normale alle basi del cilindro,

doppio

Spe(z1) - [—1.] + Spe(z2)- 1, =0 (2)

Da cui segue



e,(z2) = e,(z1) Vz1, 29
ovvero la costanza della componente z del campo elettrico e. Poiche siamo interessati a soluzioni
che variano con z, poniamo direttamente a zero tale componente.
Identici ragionamenti si possono fare per h,, data la simmetria delle equazioni di
Maxwell, e quindi porremo anche h, = 0. Ne segue che in una onda piana campo elettrico
e campo magnetico sono ortogonali alla direzione z in cui ’onda varia.

Z_| Z2

Fig. 2: Superficie S su cui applicare la legge di Ampere.

Passiamo ora alla legge di Ampere:

fh.ilde:ie/e-inds (3)
c dt Js

e applichiamola a una superficie S rettangolare, parallela all’asse z, che vada da z; a zo. LA
direzione i,, della normale alla superficie & generica (purché ortogonale a i,). Il flusso del campo
elettrico diventa

/e-indS:D/Z2e-indz:D(z2—zl)e(g)-in 4)
S z1

essendo D la dimensione trasversa di S, e £ un punto compreso tra z; e 2z (teorema della media).

Per quanto riguarda la circuitazione del campo magnetico, questa si decompone nella
somma di quattro integrali, due sui lati paralleli a z e due sui lati ortogonali a z. Sui primi
due il campo magnetico e uguale, mentre i; € opposto. pertanto questi due integrali sono nulli.
Quindi

750 h-i;dl = Dh(z) - i; + Dh(z1) - [-i;] = D [h(z2) — h(z1)] - i, (5)

Sostituendo (4) e (5) in (3) segue allora

h(z2) = B0 e = ez — 21) 3 €l€) -

Dividendo per z; — 21 e passando al limite per zo — z; — 0 si ha infine

0 ] 0 )
—&h'lt——Gae'ln (6)

Poiche i,, & qualunque, dalla (6) si ottegono due equazioni scegliendo prima i,, = i, (col
che i; = —i,) e poi i, =i, (col che i; =i,):

0 0 0 0

—&hyZEEQx &thEEQy (7)



Partendo dalla legge di Faraday si ottengono equazioni analoghe alla (7), a patto di
scambiare e e h, di sostituire u ad € e di cambiare un segno. Il risultato e

0 0 0 0
aey:[tahx —aewzﬂahy (8)
Le (7,8) si dividono in due coppie di equazioni tra loro disaccoppiate. Ne segue che sono
possibili onde piane in cui le uniche componenti diverse da zero sono e, ed h, e onde piane in
cui sono diverse da zero solo e, ed h,. Per tali onde, evidentemente, e e h sono ortogonali anche
tra loro. La soluzione generale € la somma di queste due soluzioni, e quindi per una onda piana
e, h e i, sono sempre ortogonali.
Possiamo allora risolvere le sole equazioni con e, e hy

9, _.9

82’ y_eatez (9)
0 0
Tz = gy

in quanto basta sostituire e, — e, e hy, — —h, per avere la soluzione delle altre due equazioni.

2 PROPAGAZIONE PER ONDE

Prima di addentrarci nelle proprieta generali delle (9) e nel calcolo della loro soluzione
generale (che verra pero fatto solo per il caso di soluzioni che varino sinusoidalmente nel tempo)
vediamo di trovare qualche soluzione particolare delle (9) e di discuterne le proprieta. Le (9)
sono equazioni differenziali a derivate parziali, in cui le variabili sono z, ¢t. Cerchiamo soluzioni,
se esistono, che dipendono da tali variabili solo tramite la grandezza z — v,t, essendo v, una
costante (dimensionalmente una velocita) da determinare. Poniamo cioé

ex(z,t) = E(z — vpt)

10
hy(z,t) = H(z — vpt) (10)
dove £ e H sono funzioni da determinare, e sostituiamo nelle (9).
—H = —Up€o S
—g = —Uplto H
OVVero
H = Up€o g
. 1 . 11
K F (11)
Up o

dove il punto indica la derivata della funzione rispetto al proprio argomento. Le (11) costi-
tuiscono un sistema lineare omogeneo che puo avere soluzione solo se le due equazioni sono
equivalenti, ovvero se



1 9 1
Uplby = —— = v, =
Up€p Ho€o

(12)

che fissa il valore di v,,.

La costante vy g = (vpeo)_l, che lega & e H e che & dimensionalmente una impedenza, e
prende il nome di impedenza caratteristica dello spazio libero. Tale grandezza s’indica in genere
con ¢ e vale 377 Q . Dalla (12) segue quindi

1 Ho
_ _ - |20 13
¢ = Vpho Upeo o (13)

Notiamo poi che le equazioni delle onde piane determinano solo vf) e quindi vi saranno

soluzioni funzione di £&T = 2 — v; t e soluzioni funzione di {~ = z — v, ¢, essendo v; la radice
quadrata positiva di (uoeo) ™' e v, = —uv;f.
Dalle (11) segue poi
d& d
i aH (14)
dg dg
e, a parte una costante arbitraria che possiamo fissare pari a 0,
E(ET) = CHIE) (15)

che ¢ I'unica condizione imposta sulla £ (ed H). Allo stesso modo si ottene £(§7) = —CH(E7).
In altri termini, dette f e g due funzione arbitrarie, sono separatamente soluzioni delle equazioni
delle onde piane sia

ea(z 1) = f(z = vpt)

hy(z,1) = % F(z = upt) (16)

sia

ex(z,t) = g(z + vpt)
17
hy(z,t) = —% 9(z + vpt) (17)

Prendiamo in particolare la (16). Se consideriamo la fotografia del campo elettrico a
due istanti diversi di tempo, ¢; e ta, otteniamo rispettivamente f(z — vpt1) e f(z — vpt2). In
altri termini i due andamenti di campo sono uguali come forma ma si trovano in punti diversi
dell’asse z. Se f(&) ¢ diversa da 0 solo tra 0 e Z, allora il campo all’istante ¢; & diverso da 0 tra
z = vpt1 e z = vpt1 + Z, mentre il campo all’istante t5 ¢ diverso da 0 tra z = vyta e 2 = vpta + 2
(vedi Fig. 3).

La funzione f(z—wpt) rappresenta dunque una onda ovvero una configurazione di campo
che si muove nello spazio con velocita finita misurabile, mantenendosi riconoscibile *. 11 moto
di un’onda & detto propagazione. Naturalmente questa onda deve avere una causa (ovvero una
sorgente ) posizionata per valori di z negativi (ovvero minori di quelli in cui stiamo considerando
londa) e attiva precedentemente agli istanti ¢1, ¢5 in cui stiamo guardando tale onda.

! Nel nostro caso, anzi, si mantiene esattamente inalterata la forma e persino la ampiezza.
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Fig. 1: Andamento del campo elettrico nello spazio
negli istanti t, e to (con to > t1).

La velocita di propagazione dell’onda descritta da f(z —vpt) si ottiene immediatamente
come rapporto tra lo spazio percorso nel moto e il tempo impiegato percorrerlo, e vale

to — vpt
I =, (18)
to — 11

L’onda descritta da f(z — vpt) € pertanto un’onda che si propaga nel verso positivo
dell’asse z con velocita pari a v,. Allo stesso modo si puo verificare che g(z + v,t) rappresenta
un’onda che si propaga con la stessa velocita, ma nel verso negativo dell’asse z. Si puo cioe dire
che i vettori velocita delle due onde sono v,i, e —vpi,. Le due onde prendono anche il nome di
onda progressiva e onda 7iflessa. Notiamo esplicitamente che, separatamente per le due onde,
la forma di tensione e di corrente ¢ la stessa (a parte un cambio di segno per I'onda riflessa).
D’altra parte le equazioni delle onde sono lineari, e quindi, qualunque siano le funzioni f e g,
anche

ex(2,t) = f(z —vpt) + g(z + vpt) (19)

¢ una possibile onda di campo elettrico. La corrispondente onda di campo magnetico vale pero

() = 2172 = 0yt) = gz + )] (20)

e quindi la forma dei due campi ¢ diversa ed il loro rapporto (che separatamente per le due onde
di (16) e (17) & costante e pari a () diviene funzione di (z,t¢). Si puo dimostrare che le (19,20)
costituiscono la soluzione generale di (9).

Dalla (12) segue che se la costante dielettrica vale € = €,.¢ allora

1 1 c
B \/R B \/(ETE(])M() B \/gr

ovvero la velocita di propagazione delle onde in un mezzo ¢ numericamente pari alla velocita
della luce nel mezzo stesso. Si noti che in tale mezzo I'impedenza intrinseca vale

Up



3 DOMINIO DELLA FREQUENZA

Il caso piu interessante di propagazione di onde elettromagnetiche ¢ quando queste
variano sinusoidalmente nel tempo in ogni punto con la stessa pulsazione w (ovvero con la stessa
frequenza f =w/27). Cio e possibile ad esempio se tutte le sorgenti dell’onda sono sinusoidali
con la stessa pulsazione w !.

Sappiamo che una grandezza sinusoidale

v(t) = Vs cos(wt + @) (21)

puo essere rappresentata da un numero complesso 2

v(t) — Vyrel? (22)

nel senso che
(a) la corrispondenza ¢ biunivoca: noto il numero complesso A associato alla grandezza
a(t), quest’ultima vale

a(t) = Re[Ae’"] (23)

(b) tutte le operazioni lineari (somma, moltiplicazione per un numero reale, derivazione,
integrazione) possono essere fatte indifferentemente sulle due rappresentazioni. In par-
ticolare

AN jw[Vare’?] (24)

Per distinguere il caso in cui si utilizza la rappresentazione come funzione di (z,t) da
quella in cui si utilizzano i numeri complessi corrispondenti, si parla di dominio del tempo (DT)
nel primo caso e di dominio della frequenza (DF) nel secondo (si dira quindi tensione nel DT o
nel DF | equazioni nel DT o nel DF e cosi via).

Oltre alle operazioni lineari, ¢ importante considerare la potenza, che richiede una
operazione non-lineare (quadrato di una grandezza sinusoidale o prodotto tra due grandezze
sinusoidali). Tali operazioni non sono immediatamente trasferibili sui numeri complessi, ma
comunque la rappresentazione nel DF e utilizzabile per ottenere le grandezze energetiche di
interesse.

1 A rigori, questo & vero in quanto j, € sono costanti (ovvero non dipendono né dal tempo ne dalla
ampiezza dei campi). Le equazioni che regolano il fenomeno (nel nostro caso le equazioni di
MAxwell) devono cioe essere lineari e a coefficienti costanti affinche a una sorgente sinusoidale
corrisponda un effetto sinusoidale con la stessa frequenza.

2 Si noti che, al contrario di quanto si conviene nella teoria dei circuiti, il modulo del numero
complesso € pari al valore massimo del corrispondente segnale sinusoidale



Consideriamo ad esempio il calcolo di una potenza istantanea (ma queste considerazioni
is applicano a qualunque prodotto di grandezze sinusoidali,e quindi anche a quadrati di queste
grandezze)

p(t) = w(t) i(t) (25)

Nel caso sinusoidale tale potenza vale (usando la (22))

p(t) = V] cos(wt+ by )| ] cos(wt+ 61) = SIVIIT|cos(gy —b1) + 5 |VIIT]cos(2wt-+ by +r) (26)

dove |V]exp(jov ), |I|exp(j¢r) sono i numeri complessi corrispondenti a v(t), i(t), e sono state
usate le formule trigonometriche di Werner.
Se calcoliamo il valore medio su di un periodo di p(t)

< plt) >= % /0 p(t) dt (27)

essendo T il periodo dell’onda sinusoidale, si ottiene la potenza attiva (0 media)

<p(t) >= L|V|[I]cos(é — 61) = Re sz*} (28)

Pertanto nel DF non ¢ possibile determinare la potenza istantanea ma & possibile cal-
colare facilmente la potenza media, ovvero quella che ha effetti energetici. !

Benche la conoscenza della potenza attiva sia in genere quella di interesse, puo essere
utile anche valutare la parte oscillante della potenza istantanea. Infatti, quanto piu il suo valore
massimo

1
Py = §|V| 1]

¢ grande, fissata la potenza attiva, tanto piu grandi saranno le ampiezze di tensione e corrente
necessarie a fornire quella data potenza attiva.
Per valutare Py j; possiamo notare che

1 2 1 2
PZ, =Re [51/1*} +Im [§VI*]

e quindi basta considerare insieme la potenza attiva e la cosiddetta potenza reattiva, definita da

! Ribadiamo che espressioni come la (28) non sono specifiche della potenza media. Ogni qualvolta
una grandezza & il prodotto di due fattori sinusoidali (uguali o diversi) il suo valore medio & dato
da una espressione come la (28). Ad esempio la potenza istantanea dissipata in una resistenza
R percorsa da una corrente i(t) &

pr(t) = Ri*(t) = R [i(t) 'i(t)}
Se i(t) & sinusoidale il suo valore medio vale

1 . 1

essendo I il numero complesso corrispondente a i(t).



1
Pr = Im [51/1*]

Fissata la potenza attiva, al crescere della potenza reattiva aumenta anche la parte
oscillante della potenza istantanea Py ps
Si definisce allora una potenza complessa

j sz*} (29)

in modo che la potenza attiva e la parte reale di tale potenza complessa, la potenza reattiva
quella immaginaria e

Py = | P

4 ONDE SINUSOIDALI

Consideriamo una onda piana sinusoidale nel tempo. Dalla forma generale delle onde
piane, segue che questo & possibile se le funzioni f e g sono anch’esse sinusoidali, con la stessa
pulsazione w. Infatti, se richiediamo che per z = 0 risulti

e(0,t) = |ET | cos(wt + ¢T) + |E~| cos(wt + ¢~ ) (30)

dovra risultare f(—uv,t) = |E™|cos(wt 4+ ¢T), e analoga per g.
Se ne ricava quindi che

F(6) = |E*|cos(——€ + o) = | E¥| cos( —& — ")
Up Up (31)

9(§) = |B"[cos( ¢ +¢7)

Pertanto la forma generale di una onda piana sinusoidale che si propaga in direzione z

w w
e(21) = |B¥] cos| (= = vyt) — "] + | B[ cos[ (2 + 0pt) + 9]

§ v 32

w w (32)
= |ET|cos| —z — wt) — 1] + |E~|cos| —2z + wt) + ¢ ]

Up Up

Notiamo esplicitamente che 'ipotesi di una onda sinusoidale nel tempo implica auto-
maticamente che 'onda ha un andamento sinusoidale anche nello spazio.
Si definisce costante di propagazione della onda piana la quantita

B="=uw/lok (33)

Up
con la convenzione di prendere sempre la radice reale positiva.

Per questo campo sinusoidale, possiamo considerare, per ogni punto z, il corrispondente
numero complesso, che dipende solo da z:



E(z) = Ete P 4 B~ P2 (34)

Nella rappresentazione (34), il primo termine ¢ 'onda progressiva e il secondo quella

riflessa. La possibile doppia scelta del segno di § si riflette nella presenza di due termini nella

soluzione, con valori opposti di 8. La convenzione fatta sul segnod ella radice quadrata consente
di associare a ciascuna delle due possibili onde (incidente e riflessa) una espressione univoca.

La costante 3 gioca allora il ruolo della pulsazione ed il corrispondente periodo spaziale

2m
A= — 35
5 (35)
prende nome di lunghezza d’onda.
Puo essere utile riscrivere la (34) mettendo in evidenza l'onda progressiva
+ _—jBz E~ 2j Bz + _—ijBz
E(z)=ETe™ 1+ﬁej =ETe 1+ T(2) (36)

L’ultima uguaglianza della (36) definisce la funzione I'(z), che prende il nome di co-
efficiente di riflessione e misura il rapporto tra I'ampiezza dell’onda riflessa e quella dell’onda
incidente !. Una importante proprieta del coefficiente di riflessione ¢ che, essendo (3 reale, |T'(2)|
& costante.

A partire dalla rappresentazione (34) si ottiene, dalla prima della (*), ’andamento del
campo magnetico, come

H(z) = B [E%iﬁz — Eeﬂ‘ﬂ (37)
Who
Ovviamente anche nella (37) vi sono i due termini di onda progressiva e riflessa, col segno
meno tra di essi. Inoltre dalla (*) segue che ﬁ/w,ug ¢ l'inverso della impedenza caratteristica.

Possiamo quindi scrivere anche il campo magnetico in una forma analoga alla (36) come

H(z) = %Eﬂsjﬁz [1 - F(z)} (38)

5 DISCONTINUITA’

Le onde piane che abbiamo determinato possono esistere solo se la geometria € uniforme,
non solo trasversalmente, ma anche rispetto a z. Tuttavia capita molto spesso che tale ipotesi
non sia soddisfatta. Cio puo avvenire per due motivi:

e le proprieta geometriche o elettromagnetiche dello spazio variano con continuita rispetto

a z;

e la struttura in esame e costituita da pitt zone omogenee, ciascuna con parametri diversi
da quelli delle altre.

! Si noti che, spesso, si indica la quantita I'(0) = E~/E* semplicemente col simbolo T.



Per semplicita, non considereremo il caso di regioni con con proprieta variabili con
continuita, e ci concentreremo sul caso di zone omogenee separate da discontinuita. In particolare
considereremo per ora solo discontinuita piane, e parallele tra loro.

Questo problema si pu6 risolvere, in linea di principio, scrivendo la soluzione generale
delle onde piane in ogni zona omogenea, e poi collegandole attraverso le superfici di discontinuita.
In tal modo si perviene a un sistema lineare nelle ampiezze incognite delle soluzioni, che va risolto
con una delle numerosissime tecniche disponibili. Tuttavia la complessita computazionale di tale
procedura cresce rapidamente col numero di tratti omogenei diversi, e contemporaneamente si
riduce altrettanto rapidamente la comprensione fisica del fenomeno. Nel caso piu semplice di
una sola discontinuita, invece, € possibile ottenere la soluzione in maniera semplice e fisicamente
significativa.

Supponiamo allora che i parametri della regione di sinistra, estesa fino a z — 0, siano
11, € e quelli della regione di destra siano jio, € !

La struttura viene alimentata con sorgenti poste in z = —oo che quindi, in una zona
omogenea, produrrebbero una onda progressiva di campo elettrico

E(z) = Eje 52 (39)

in cui indichiamo col pedice 1 tutte le costanti (primarie e secondarie) della zona per z < 0 e col
pedice 2 quelle della zona per z > 0. Ovviamente la ampiezza E; dipende dalla ampiezza della
sorgente utilizzata, mentre la forma (39) di E(z), ne & indipendente e dipende solo dal fatto che
la zona € omogenea e uniforme.

L’onda progressiva (39) sara presente, ma non da sola, anche nella struttura attuale
e anzi deve essere considerata la causa prima dei campi che troveremo in essa. In tal modo
si divide lo studio della discontinuita da quello della interazione tra sorgenti e zona omogenea
(che serve a determinare 'ampiezza della onda che viaggia verso la discontinuita). Il campo
(39) prende il nome di campo (onda) incidente ed ¢ definito come quel campo che esisterebbe
nella struttura se questa fosse priva di discontinuita e con costanti uguali a quelle della zona 1.
Quando I'onda (39) incide sulla discontinuita, produce una onda riflessa nella zona 1 e una onda
trasmessa nella zona 2. In altri termini il campo totale nella struttura sara

| Ei(z) sez<0
E(z) = {Eg(z) sez>0 (40)
dove
Ei(2) = Eje %% 4 B,eiP12
(2 "

Es(2) = EQ(O)C_j/B2Z

Naturalmente le (41) sono anche la soluzione generale delle equazioni di Maxwell nella
ipotesi di onde piane in direzione z, separatamente per le zone 1 e 2. Vi & solo una modifica:
¢ stata posta a zero la ampiezza dell’onda riflessa nella zona 2 in quanto, essendo tale zona
illimitata, non vi sono cause per z > 0 che possano produrre una tale onda.

Anche ilc ampo magnetico ha la stessa forma di (40,41)

Hi(z) sez<0

H(z) = {Hg(z) se 2 >0 (42)

! In sostanzialmente tutti i casi di interesse risulterd 1 = po = po. Non ci sono comunque
difficolta a considerare il caso piu generale
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con

Hi(z) = 1 (Eie_jmz - ETejﬁlz)

Cll | (43)
HQ(Z) = C_ (Eg(O)@ijﬁQz)

2

Per poter determinare le costanti E,., F5(0) e cosi completare la soluzione del nostro
problema, occorre ricordare che alla sezione z = 0 della zona devono essere continui i componenti
del campo elettrico E, e del campo magnetico H, tangenti alla superficie di discontinuita, e
quindi trasversi rispetto a z. Nel nostro caso i campi sono tutti tangenti, e quindi ne consegue:

E1(07) = Ey(01)

_ (44)

Hy(07) = Hz(07)

Imponendo le (44) alle soluzioni (41,43) segue

Ei+E.=  Ex0)

(45)
Zy
E;,—E,. = — E5(0
7, 22(0)

Le (45) sono un sistema lineare non omogeneo che consente di determinare le ampiezze
incognite E,., E5(0) Poiché queste ultime devono essere proporzionali a E; per la linearita del
problema, conviene introdurre il coefficiente di riflessione alla interfaccia

E
r=— 4
= (40
Dalla prima delle (45) segue allora
E5(0)
=1+T 4
2D 14 (a7
e sostituendo nella seconda delle (45) si ha
1-T 14T
G G
da cui segue, risolvendo,
-G
= 48
G+ G (48)
e anche
E5(0) 14 =G _ 26 (49)
E; G+Ga  G+a

Le relazioni (48,49) possono anche essere espresse in termini dell’inversa Y; della impe-
denza caratteristica, parametro che viene detto ammettenza caratteristica. In particolare la (49)
diventa

Yi-Y,  %-%

= "= = 50
Y1+Ys Yo+ 1 (50)
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Le relazioni (48,49) sono applicabili anche in altri casi, oltre a quello di discontinuita dei
parametri per il quale sono state ricavate. La generalizzazione piu’ immediata si ha quando un
semispazio, di costanti p1, €; termina ad z = 0 con una superficie sulla quale vale una condizione
di impedenza ovvero una relazione del tipo

Ey=2Zc i, xH, (51)
Nella (51) E, e H, sono i componenti del campo elettrico e del campo magnetico tan-
genti alla superficie di discontinuita, e Z¢o € un parametro caratteristico della superficie, detta

impedenza superficiale. Nel nostro caso campo elettrico e magnetico sono ortogonali tra loro e
a z e quindi la (51) diventa

E(0")=ZcH(0T) (52)

In presenza di una onda incidente (39), il campo elettrico e quello magnetico nel semis-
pazio sono date ancora da Fj(z), Hy(z) di (41,43). Dalla (44) segue allora

E,+E.= E(")

E,—FE, = S E(0T)
Zc
che hanno per soluzione ancora le (48,49). Quindi nel semispazio 1 vi sara una onda riflessa di

ampiezza

(53)

T —
F_CC1

E.=TE, con =
Zc + G

(54)
ein z = 0% il campo elettrico sara

E(O0")=(1+T) E; (55)

campo che coincide con quella al termine del semispazio 1 medesima.
Ad esempio se in z = 0 vi & un C.E.P., allora E, & nullo e quindi E(0") = 0. La (29)
puo essere usata con Zg = 0 e segue allora I' = —1. Se invece vi € un C.M.P.; allora sara nullo
H, noncheé H(0"). Nella (29) il parametro Z¢c dovra andare all’infinito. Conviene in tal caso

passare alle ammettenze, definendo Yo = 1/7, e usando la (50). H(0") = 0 implica Yo =0 e
segue allora da (50) che I' = 1.
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Fig. 1: Andamento dei corfficienti di riflessione di Fresnel
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